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5.1.4 Schwingungsdauer abhingig von Amplitude oAk

1 Motivation

Dieser Versuch zeigt, dass die Schwingung eines Fadenpendels nur ndherungsweise unabhéngig
von der Amplitude ist.

2 Theorie
2.1 Fadenpendel (Niherung in 1. Ordnung)
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Abbildung 1: Mathematisches Pendel.

Wir betrachten einen Massenpunkt der Masse m, welcher iiber einen masselosen Faden der Lénge
¢ an einem Punkt drehbar aufgehéingt ist. Reibungskrifte am Drehpunkt sowie Luftwiderstand
vernachléssigen wir. Damit wirken die Schwerkraft mg und die Seilkraft S. Einen solchen ideali-
sierten Aufbau nennt man das mathematische Pendel (siehe Abb. 1). Sei ¢ der Winkel zwischen
dem Faden und der Vertikalen. Zur Herleitung der Schwingungsgleichung wenden wir den Satz
von Newton an:

F =ma (1)

Die Seilzugkraft S hebt die Wirkung der zur Bahn senkrechten Komponente F'| der Schwerkraft

auf:
S+F, =0 (2)

Damit wird der Massenpunkt m vom Faden auf eine Kreisbahn mit Radius ¢ gezwungen, da
die von der Schwerkraft verursachte Beschleunigung nur eine Komponente tangential zu dieser
Kreisbahn hat.

Sei s die vom Tiefpunkt des Pendels aus gemessene Bogenlinge, dann finden wir

d?s

mi
de?

= —mglsinp, (3)
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und, da die Bogenlénge s = fy ist,

d2
mﬁd—tf = —mgsiny (4)
d*e g .
= W + z Sin @ = 0 (5)

Fiir kleine Auslenkungen gilt die Néherung sin ¢ = ¢, so dass man schliesslich die Differential-
gleichung

d2
—(’O-I—%cp:() (6)

erhilt. Es fallt auf, dass die Bewegung des Pendels unabhéngig von der Masse m ist, die sich
ja aus aus der Gleichung herausgekiirzt hat! Es handelt sich hier um eine homogene lineare
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Dies ist die Gleichung des harmonischen Oszillators:

p+wlo=0 mit w= % (7)
Die allgemeine Losung lautet:
o(t) = Cy coswt + Cysinwt (8)

Das Pendel beschreibt also eine harmonische Schwingung mit der Periode

T=2_W:2ﬂﬁ (9)
w g

Die Periode ist demnach unabhéngig von der Masse des Pendels!

2.2 Reales Fadenpendel

Da Pendel tatsichlich immer mehr als infinitesimal ausgelenkt werden, verhalten sie sich nicht-
linear. Die allgemeine Differentialgleichung ist elementar nicht l6sbar und erfordert Kenntnisse
iiber elliptische Integrale. Damit lésst sich die die Schwingungsdauer T in eine Reihe entwickeln:

; N? Lo (1:3\2_ o
T—27r§{1+(5) sin §+(ﬂ) sin §+ (10)

Die Periode nimmt demnach mit zunehmender Auslenkung zu.

Abb. 2 zeigt die relative Vergrosserung der Periode T' in Funktion der maximalen Amplitude ¢:

T() ~ 7(0) _ <1>2ng+ (;j);u (11)
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Abbildung 2: Relative Vergrosserung der Periode T' in Funktion der maximalen Amplitude ¢.

3 Experiment
Der Versuchsaufbau ist in Abb. 3 wiedergegeben.
Zunéchst werden beide Pendel mit gleicher Amplitude ausgelenkt. Sie schwingen dann synchron.

Anschliessend werden die Pendel verschieden weit ausgelenkt. Man beobachtet dann, wie sie
wegen der unterschiedlichen Periode ausser Takt geraten.
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Abbildung 3: Zwei Fadenpendel
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